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Un corrigé

Partie I

. Soient A = (a;j)1<i j<n €t B = (aij)1<i j<n deux matrices de .#,(C) et A\ un nombre complexe. On a:
Tr(A+AB) =) (aii + Abyy) = Za“—i—)\me— A) + ATr(B).
i=1

Donc T est bien linéaire.

n n
. Posons C = AB = (Cij)1§i7j§n etD=BA= (dij)lgi,jgm avec ¢j; = Z aikbkj et dij = Z bikakj, donc:
k=1 k=1

n n n
B =Y =30 b = 30 b - dek = Tx(BA).
i=1 i=1 k=1 k=1 i=1

. Si M et M’ sont semblables, alors il existe P inversible tel que M’ = P~ 'MP et donc

Tr(M') = Te(P~*MP) = Te(PP~ M) = Tr(M).

. La matrice étant trigonalisable puisque le corps de base est C. Il existe donc une matrice triangulaire supé-
rieure

PV BT
T_ 0 Mo
0O ... 0 M\,

et une matrice inversible P telles que 1" = P~1AP. Alors A* = PT*P~1, pour tout entier naturel k£, d’ott

M
a—p| 0% p!
Do T %
0 ... 0 X
et par conséquent
S = Tr(A*) = Te(PT*P~1) = Te(TF) = Z AR (1)
Partie II



n
1. Pouri,j € [1,n], onnote l;; = — (1) det D;;j. Le coefficient d’indices ¢, j du produit Al(A) est Z a;klj,. Le
k=1

n
coefficient d’indices 7, j du produit /(A) A est Z lhiap;.
h=1
e Pour i = j, nous avons déja que ces coefficients valent det A.

o Il reste a montrer qu’ils sont nuls pour ¢ # j. On sait que le cofacteur d’indices h, i est égal au déterminant
de la matrice n x n déduite de A en remplagant la i-iéme colonne de A par le vecteur ej,, dont la h-ieme

n
coordonnée vaut 1 et les autres sont nulles. Par la n linéarité, Z Apiap; est le déterminant déduit de A en

h=1
remplacant la i-iéme colonne par la j-ieme. Mais alors, la i-iéme colonne et la j-iéme sont identiques, donc le

déterminant est nul. On obtient ’autre résultat en échangeant le role des lignes et des colonnes.
Dot i(A)A = Al(A) = (det A) I,,. En particulier I(A) et A commutent.

o : " P(\) PN &~ 1
2 ’ / . —
2. La dérivation d'un produit donne P'(\) = ]El ZLJI A=X) = ]El Ry et donc o) jgl R

3. (a) Pourtoutz € C,ona:

P\ = A=2)boA" P+ b A" 24 b)) + by,
= A" + (b — Do) A" 4 (by — bi2)N 2 4 4 (Dot — bu22)A + by — by 2.

D’ou, par unicité des coefficients, on obtient :
bo=1etVk € [[1,n]], b — bp_1z = ag.

(b) D’apres les relations de la question précédente, ona by = a1 +bpz = a1 +2,by =as+ b1z =as +a12+ 22,
k
puis par récurrence, by, = Z a; 2"~ 4 ¥ pour tout k € [1,n].
i=1

P(\ -
(c) Pourtout A € Cettouti € [1,n],ona y ( ))\ = b A" AR by = Z b A"+ avec by = 1.
T k=0
k ' P()\) n—1 k '
Mais by, = Z ;2" + 2* pour tout k € [1,n]. D’out NN Z Z a;AF=7 ) An=F=1 Par conséquent
i=1 k=0 \j=0
n
P(})
P\ =
(M) 2 N n
=1
n n—1 k
— Z a])\f*ﬂ )\n—k—l
=1 k=0 \ j=0
n—1 n k
S Par il P
k=0 i=1 \ j=0
n—1 k n
S ) I FEE
k=0 \j=0 =1
n—1 k
— Z a; Sk—j )\n,k,1
k=0 \j=0
k n
D’ou, par unicité des coefficients de P/, on a (n — k)ay = Z a;jSk—j et comme ag = 1l et Sy = Z )\ZQ =n
j=0 i=1
alors
Sr+a1Sk—1+ ... +ap_151 +kap, =0 2)



8.

' 1 1 \"
s N -1 _ —1 _ — n—1
D’apres la formule A7 = ot A Al (A),onadet(A™) <det A) det[(A) et donc det I(A) = (det A)" . Dong,

si A est inversible il est de méme de I(A) et donc 1(A4)™*

= Goriay (UA)- Drow [(i(4)) = detl(A)i(4)~" =

(det )" = (det A)" 2 A.

det(A
En suppriman(t u)ne ligne et une colonne de la matrice I(A] — A), on supprime un terme en \ et par conséquent
les cofacteurs sont des éléments de C,,_[\] (algebre dont les éléments sont le polyndme nul et les polynomes
de degré inférieur ou égal a n — 1).

Il en résulte 1'écriture I(A\] — A) = N " 'By + A\""2B; + ...+ AB,,_ + B,,_ ot les matrices By, sont des éléments
de ., (C).

Pour chaque 0 < [ < k, on pose C; = (céj)lgi,jgn. Si \*Co + A*"1Cy + ... + €y = 0 pour tout A € C, alors ceci
entraine /\kc?j + )\k_lcl-lj +...+ cfj = 0 pour tout couple (7, j) et pour tout A € C, donc les coefficients cﬁj sont
nuls pour tout (¢, j) et pour tout k, donc C; = 0 pour tout ! € [0, k].

D’apres I'égalité (A — A)I(A) = det(A\ — A)l,ona:

VA e C, (AT —A)Q(N) =det(N — A).L, 3
dongc, on obtient en développant le produit de gauche dans (3)
ABy + MABy — Ag) + A*(ABy — By) + ... + " Y(AB,_1 — Bp—2) — A\"Bp_1 = xa(\) I, (4)

Par identification, coefficient par coefficient, on obtient

Bn1 = I
B, 92— AB,1 = al,
By —AB1 = a1,
—ABO = anIn

puis en multipliant le premier membre par A", le suivant par A" ! et ainsi de suite, on obtient :

A" x Bn—l = A"
AP x (Bn_g — ABn_l) = alAnfl

Al X (B(] — ABl) = an,lA
A® x (=ABy) = anl,

En additionnant les équations matricielles précédentes, on obtient :
A" + A" Vv 4 an 1A+ anl, = 0. (5)

(a) L'égalité A"+ a A Yt a, 1 A+a,d, = 08’ écrit aussi (A"_1 +a1A"_2+...+an_1I)A = —apl. D’apres
la définition de P, P(0) = det(—A) = a, etdonc a,, = (—1)" det(A), d’ott: (—1)" (A"t 4 a; A" 2+ .. +
an_11)A = det(A) etdonc I(A) = (—=1)" 1 (A" ' 4+ a1 A" 2 + ...+ an_1]).

(b)
Tr(l(a) = (—1)" 'Tr(A" '+ a1 A" 2+ . +ay1])
= ()" HTr(A" ) +a; Tr(A" ) + ... + nay_1)
= (=1)"YSp_1+a1Sn_24 ... +an_251 + an_150)
= (=" Y=(n—1Dap_1 +nan_1)
= (_1)n_1an—1



9.

(©
(a)

(b)

Tr(l(a) = (—=1)" tan_1.
Si « est une valeur propre de A, alors il existe un vecteur « non nul tel que Az = «, la relation [(A4) =
(=1)" 1 (A" 4+ ;A% + ..+ a,_1]) entraine

Az =(-1)" "+ 010" 2+ ...+ ap1)z

Donc R(a) = (-1)"! (a"‘l + a0+ an—1) est une valeur propre de [(A).
OnaaR(a)=(-1)""(a" +aa" ' + ...+ ap_1a) = (1) (—=a,) = (—1)"a,, = det(A). D'otr

aR(a) = det A. (6)

Partie II1

1. On vérifie facilement que X,,1(a) = I'(a) X,,(a) ouI'(a) = <2a —1>

2.

3.

(a)
(b)

(©

(a)

1 0
Démonstration par récurrence sur k € N*.

Xn(l) = ((n - 2)F1 - (TL - 3)[2) X2

[ 600

_ (n+1

N (n + 2>
D'ou,Vn € N, U, (1) =n+ 1.
La suite (Uy(1))nen Vérifie une relation de récurrence d’ordre 2 : Vn € N, Up,12(a) — 2aU,41(a) + Up(a).
L’équation caractéristique associée s'écrit > — 2r + 1 = (r — 1)® = 0. Donc la solution générale est de la
forme U, (1) = an + b et comme Uy (1) = 2 et Uz(1) = 3, alors U, (1) = n + 1 pour tout n € N.
Le polyndme caractéristique de T'_; est (X + 1)?, donc —1 est 'unique valeur propre de I'_;. Cherchons
une base de trigonalisation de I'_; ( I'_; n’est pas diagonalisable puisque dmE_; (I'_;) = 1 < 2).

1 s \ 0
u = <_ 1> est un vecteur propre associé a —1, on complete par le vecteur v = 1) Onal'_i(v) = —u—v,

-1 -1

doncI'_; est semblable a T' = ( 0 —1

>, plus précisément on a :

Iy =QTrQ™!

ot Q = <11 (1)) Ainsi, Vk € N, T* | = QT"Q™".

Calculons maintenant 7%. Pour cela remarquons 1" = —1Io + (8 _01> et dong, par la formule de bindme,

ko kEn—1 _ (1 \k 1+ k& k
VEeN, I} =QT"Q™" = (-1) <—k kt1)
Pour tout n entier naturel supérieur ou égala 2, ona:
. =2 . _(_1\n—2 n—1 n—2
Xo(-1) =X = (a2 (570 BT @)

Ainsi, Vn € N, Uy, (—1) = (—1)"(5bn — 7).

[’équation caractéristique associée a la relation de récurrence s’écrit 7?4 2r + 1 = 0, donc il existe des
scalaires « et 3 tels que, Vn € N, U, (—1) = (an + 3)(—1)" et comme U;(—1) = —2 et Uz(—1) = 3, alors
Un(=1) = (=1)"(5n = 7).



4.

(a) Le polyndme caractéristique de I', a €] — 1, 1], s’écrit X — 2aX + 1 = X? — 2cosf + 1, dont les racines
sont A\; = ¢’ et Ay = e 7. Donc Sp(T',) = { e 10 }

i0
(b) On vérifie facilement que plr,p= (eO 69“’) .

67,9

Onal, =P
ar, = ("

601-9) P let par conséquent, Vk € N, F’; =P <€ 9k9> P~ l.Dou:

Fk _ | 1 e’i@ 1 eik}@ 0 ei@ _1
a 6210 _ 1 1 610 O e—lk@ 71 6Z9

1 [sin(k+1)8 sin k6
~ sind sin k6 sin(k —1)0

(c) D’apres la question 2. de cette partie, X,,(a) = I'""2X;(a). D'otr :
Up(a)) 1 [sin(n—1)§ —sin(n—2)§)\ (2cos20+1
Vo(a))  sinf \sin(n —2)§) —sin(n — 3)6) cos 6
1 (2 sin(n — 1)6 cos 20 + sin(n — 1)8 — 2 cos O sin(n — 2)9)

sin @ \2sin(n — 2)60 cos 20 4 sin(n — 2)6 — 2 cos f sin(n — 3)6
sin(n +1)6
— in@
= sin 6
sin 6
D’ou in 1)
sin(n +
vneN, U,(a) = —ag 8)



